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２０２１年 神戸大本番レベル模試・理系・数学 

解答・解説・採点基準 

全５問 １２０分 １５０点満点 

 

１． （３０点） 

 

【解答・採点基準】 

(1)  (1) 8点 

{ |x xは 3 24y x x= − と 23y x k= + の共有点の x座標}  

{ |x=
3 224 3x x x k− = + かつ xは実数}  

{ |x=
3 23 24x x x k− − = かつ xは実数}  

{ |x= xは 3 23 24y x x x= − − と y k= の共有点の x座標}  

である。よって,  

( ) 3 23 24f x x x x= − −  

とおき ( )y f x= と y k= が共有点を 3個持つような k の範囲を求

めればよい。 

( ) ( )( )23 6 24 3 2 4f x x x x x = − − = + −  

であるから ( )f x の増減は下表に従う。 

 

x   2−   4   

( )f x
 

+  0  −  0  +  

( )f x
 

 極大  極小  

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 2

3 2

4 4 3 4 24 4 80

2 2 3 2 24 2 28

f

f

= −  −  = −

− = − −  − −  − =
 

にも注意して ( )y f x= と y k= を図示すると下図のようになる。 

 

  

 

直線と 3次関数の

グラフの共有点の

個数に関する条件

に言い換える 

‥2点 

 

導関数を因数分解

した形 or ( ) 0f x =

の解を求める 

‥2点 

 

増減表‥2点 
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x

y

O

 

 

上図より ( )y f x= と y k= が共有点を 3個持つような k の範囲は 

80 28k−    ・・・(答) 

である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

答‥2点 

(2) 

( )( )( )

( )( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( )( )( ) 

( ) ( ) ( )  ( ) ( )( )

( ) ( )( ) 
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )
( )

( )

2

2

3 2 3

4 3 3

4 3

6

1 1

4 3 6

1

12 6

b

a

b

a

b

a

b b

a a

b

a

b

a

x a x b x c dx

x a x b x a a c dx

x a x b x a x b a c dx

x a x a a b dx a c x a x b dx

a c
x a a b x a dx b a

a c
x a b a x a b a

a c
b a b a

− − −

= − − − + −

= − − + − − −

= − − + − + − − −

−
= − + − − − −

− 
= − − − − − − 
 

−
= − − − −







 



 

より成立する。 

(証明終) 

 (2) 6点 

被 積 分 関 数 を

( ) ( )1, 2, 3
n

x a n− =

の項に分解する方

針(1/6 公式は前提

として良い。 1n =

はなくても可。) 

‥2点 

 

 

 

証明完了‥4点 

(2)[別解] 

展開して比較する。左辺について 

 (2)［別解］6点 

 

 

 

 

( )y f x=

y k=

80−

28

2−

4
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( )( )( )

( ) ( ) 

( ) ( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )

3 2

4 3 2

4 4 3 3

2 2

4 4 3 4 3 4 3 3

3 3 2 3

1 1 1

4 3 2

1 1

4 3

1

2

1 1 1 1 1 1 1 1

4 4 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1

2 2 2 2

b

a

b

a

b

a

x a x b x c dx

x a b c x ab bc ca x abc dx

x a b c x ab bc ca x abcx

b a a b c b a

ab bc ca b a abc b a

b a ab b b c a a b a c

ab b c ab c a b

− − −

= − + + + + + −

 
= − + + + + + − 
 

= − − + + −

+ + + − − −

= − − − − + + +

+ + + − −





2 3

2 2

4 4 3 3 3 3

2 2

1

2 2

1 1 1 1 1 1

12 12 6 6 6 6

1 1

2 2

a bc a c

ab c a bc

b a ab b c a b a c

ab c a bc

−

− +

= − + + + − −

− +

 

となる。右辺について 

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

4 3

4 3 2 2 3 4

3 2 2 3

4 3 2 2 3 4

3 2 2 3 4 3 2 2 3

4 4 3 3 3 3

2 2

1

12 6

1
4 6 4

12

3 3
6

1 1 1 1 1

12 3 2 3 12

1
3 3 3 3

6

1 1 1 1 1 1

12 12 6 6 6 6

1 1

2 2

a c
b a b a

b b a b a ba a

a c
b b a ba a

b ab a b a b a

ab a b a b a b c ab c a bc a c

b a ab b c a b a c

ab c a bc

−
− − − −

= − − + − +

−
− − + −

= − + − + −

− − + − − + − +

= − + + + − −

− +

 

となり問題文の等式は成立する。 

(証明終) 

 

 

 

 

 

 

左辺を展開‥3点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

右辺を展開‥3点 

 

(3) 

3 24y x x= − と 23y x k= + のグラフの上下関係を考えるために 

( )3 224 3x x x k− − +  

の符号を考える。 , ,   は ( )3 224 3 0x x x k− − + = の解であるから,  

( ) ( )( )( )3 224 3x x x k x x x  − − + = − − −  

と因数分解できる。ゆえに,  

 ≦ x≦  において 3 24x x− ≧ 23x k+  

 (3) 16点 

 

 

グラフの上下関係

を示す (図示でも

可)‥2点 
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 ≦ x≦  において 23x k+ ≧ 3 24x x−  

となる。以上より 

( )  ( ) 3 2 2 324 3 3 24x x x k dx x k x x dx
 

 
− − + = + − −   

が成立するときの k を求めればよい。上式を整理すると 

( )  ( ) 

( ) 

( )( )( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

3 2 2 3

3 2

4 3

24 3 3 24

24 3 0

0

1
0

12 6

2 0 0

x x x k dx x k x x dx

x x x k dx

x x x dx

 

 








  

 
   

     

− − + = + − −

 − − + =

 − − − =

−
− − − − =

 − + − = − 

 



  

2   + =  ・・・① 

を得る。また, 
3 23 24 0x x x k− − − = についての解と係数の関係より 

3  + + =  ・・・② 

24  + + = −  ・・・③ 

k =  ・・・④ 

が成立する。①, ②より 

1 =  ・・・⑤ 

2 + =  ・・・⑥ 

を得る。③, ⑤, ⑥より 

26 = −  ・・・⑦ 

であるから, ④, ⑤, ⑦より 

26k = −  ・・・(答) 

を得る。これは確かに 80 28k−   を満たす。 

 

 

問題文の条件を定

積分で表す‥2点 

 

 

 

 

(2)の結果の利用 

‥2点 

 

①‥2点 

 

②‥2点 

 

 

 

⑤‥2点 

 

 

 

 

答‥4点 

(3)[別解 1] 

3 24y x x= − と 23y x k= + のグラフを図示すると下図のようにな

る。 

 

 (3)［別解 1］16点 
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よって, 2つの囲まれた領域の内,  ≦ x≦  の部分の面積と 

≦ x≦  の部分の面積が一致するならば 

( )  ( ) 

( )

3 2 2 3

3 2

4 3 2

24 3 3 24

3 24 0

1
12 0

4

x x x k dx x k x x dx

x x x k dx

x x x kx

 

 









− − + = + − −

 − − − =

 
 − − − = 

 

 

  

4 3 2 4 3 21 1
12 12

4 4
k k        − − − = − − −  ・・・⑧ 

が成立する。 は 3 23 24x x x k− − = の実数解であるから

3 23 24 k  − − = を満たし,  

3 23 24 k  = + +  

( )

( )

( )

4 2

2 2

2

3 24

3 3 24 24

33 72 3

k

k k

k k

   

   

 

= + +

= + + + +

= + + +

 

となる。同様に 

3 23 24 k  = + +  

( )4 233 72 3k k  = + + +  

が成立する。⑧の両辺をそれぞれ ,  の 2次以下の式に変形する

と 

 

グラフの上下関係

を示す‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

問題文の条件を定

積分で表す‥2点 

 

 

 

 

 

 

次数を下げる方針 

‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

 

y 

 

O 

 

23y x k= +






3 24y x x= −
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( ) ( )

( )

4 3 2 4 3 2

2 2

1 1
12 12

4 4

27 3 1 27 3 1
6 6

4 4 4 4 4 4

27 3
6 0

4 4

1 8

9 9

k k

k k k k

k

k

       

   

   

   

− − − = − − −

   
− − + − = − − + −   

   

  
 − + + + =  

  

 + = − − 

 

を得る。 3 23 24 0x x x k− − − = についての解と係数の関係より 

3  + + =   

が成立するから 

1 35
9 35

9 9
k k = +  = −  

となる。一方, 3 23 24 k  − − = を満たすから k を消去して 

( )( )
( )( )( )

( )

3 2

2

3 33 35 0

1 2 35 0

1 7 5 0

1 2 4

  

  

  

   

− − + =

 − − − =

 − − + =

 =  −   

  

であり 

26k = −  ・・・(答) 

を得る。これは確かに 80 28k−   を満たす。 

 

 

 

1 8

9 9
k + = − −  

‥2点 

 

3  + + =  

‥2点 

 

 

 

 

 

 

1 = ‥2点 

 

答‥4点 

(3)[別解 2] 

3 24y x x= − と 23y x k= + のグラフの上下関係を考えるために 

( )3 224 3x x x k− − +  

の符号を考える。 , ,   は ( )3 224 3 0x x x k− − + = の解であるから,  

( ) ( )( )( )3 224 3x x x k x x x  − − + = − − −  

と因数分解できる。ゆえに,  

 ≦ x≦  において 3 24x x− ≧ 23x k+  

 ≦ x≦  において 23x k+ ≧ 3 24x x−  

となる。以上より 

( )  ( ) 

( )  ( ) 

3 2 2 324 3 3 24x x x k dx x k x x dx

f x k dx k f x dx

 

 

 

 

− − + = + − −

 − = −

 

 
 

が成立する, すなわち下図の 2つの囲まれた領域の面積
1 2,S S が一

致するときの k を求めればよい。 

 (3)［別解 2］16点 

 

 

 

 

グラフの上下関係

を示す (図示でも

可)‥2点 

 

問題文の条件を定

積分で表す‥2点 
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ここで ( )y f x= のグラフが変曲点に関して点対称であることを示

す。変曲点の座標は 

( ) 3 23 24f x x x x= − −  

( )

( )

23 6 24

6 6

f x x x

f x x

 = − −

 = −
 

より ( )( ) ( )1, 1 1, 26f = − である。よって,  

( ) ( )

( ) ( ) ( )
3 2

3 2 2

3

1 26

1 3 1 24 1 26

3 3 1 3 6 3 24 24 26

27

f x

x x x

x x x x x x

x x

+ − −

= + − + − + +

= + + + − − − − − +

= −

( ) ( ) 

( ) ( ) ( )
3 2

3 2 2

3

1 26

1 3 1 24 1 26

3 3 1 3 6 3 24 24 26

27

f x

x x x

x x x x x x

x x

− − − −

= − − + − + − −

= − + − + − + + − −

= −

 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 26 1 26f x f x + − − = − − − −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3次関数のグラフ

が変曲点に関して

点対称であること

を示す‥6点 

より, ( )y f x= のグラフは ( )1, 26− に関して点対称である。したが

って, 対称性より直線 y k= が ( )1, 26− を通るとき, すなわち

26k = − のとき
1 2S S= となる。また, 80 28k−   の範囲において, 

k の増加に伴い, 1S は連続かつ単調に減少し, 2S は連続かつ単調

に増加するから, 1 2S S= となるのは 

26k = −  ・・・(答) 

のときのみである。 

 対称性より 26k = −

ならば 1 2S S=  

‥4点 

 

26k = − のみである

ことを示す‥2点 

x 

 

y 

 

O 

 

( )y f x=

1S

2S

  

y k=
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２． （３０点） 

 

【解答・採点基準】 

以下 a b c  が 3の倍数となる事象を A , 
( )10

abc が 6の倍数となる

事象を B と表し, 事象 X の起きる確率を ( )P X のように表す。 

  

(1)  (1) 6点 

a b c  が 3の倍数となる必要十分条件は , ,a b cのうち少なくとも1

つが 3の倍数となることである。その余事象「 , ,a b cはいずれも3の

倍数でない」の確率は ( )
3

4 8

6 27
P A

 
= = 
 

であるから, 求める確率は 

( ) ( )
8 19

1 1
27 27

P A P A= − = − = ・・・（答） 

である。 

  

 

余事象を考える方

針‥2点 

 

 

答‥4点 

(2) 

すべての目の出方は 36 216= 通りあり, これらは同様に確からしい

ため, 以下, 場合の数を考えて ( )P B を求める。条件は 

( )10
abc が 6の倍数 


( )10

abc が 2の倍数かつ 3の倍数 

 cが 2の倍数かつ a b c+ + が 3の倍数 

と言い換えられるから, 2, 4, 6c = に限られる。以下, cの値で場合

分けして a b c+ + が 3の倍数となる 6以下の自然数の組 ,a b を調べ

る。 

[1] 2c = のとき 

4≦ a b c+ + ≦14  

より,  

6, 9, 12

4, 7, 10

a b c

a b

+ + =

 + =
 

               , 1, 3 , 2, 2 , 1, 6 , 2, 5 , 3, 4 , 4, 6 , 5, 5a b =  

であり, この条件で順列 ( ), ,a b c は 

5 2! 2 12 + = (通り) 

 (2) 14点 

 

 

 

cが 2の倍数‥2点 

a b c+ + が 3 の倍

数‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

2c = のとき 12 通

り‥2点 
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ある。 

[2] 4c = のとき 

6≦ a b c+ + ≦16  

より,  

6, 9, 12, 15

2, 5, 8, 11

a b c

a b

+ + =

 + =
 

               , 1, 1 , 1, 4 , 2, 3 , 2, 6 , 3, 5 , 4, 4 , 5, 6a b =  

であり, この条件で順列 ( ), ,a b c は 

5 2! 2 12 + = (通り) 

ある。 

[3] 6c = のとき 

8≦ a b c+ + ≦18  

より,  

9, 12, 15, 18

3, 6, 9, 12

a b c

a b

+ + =

 + =
 

               , 1, 2 , 1, 5 , 2, 4 , 3, 3 , 3, 6 , 4, 5 , 6, 6a b =  

であり, この条件で順列 ( ), ,a b c は 

5 2! 2 12 + = (通り) 

ある。 

以上, [1], [2], [3]より,  

( )P B =
12 12 12 36 1

216 216 6

+ +
= =  ・・・（答） 

である。 

 

 

 

 

 

 

4c = のとき 12 通

り‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6c = のとき 12 通

り‥2点 

 

答‥4点 

(2)[別解 1] 

すべての目の出方は 36 216= 通りあり, これらは同様に確からしい

ため, 以下, 場合の数を考えて ( )P B を求める。条件は 

( )10
abc が 6の倍数 


( )10

abc が 2の倍数かつ 3の倍数 

 cが 2の倍数かつ a b c+ + が 3の倍数 

と言い換えられる。 

3≦ a b c+ + ≦18  

であるから, a b c+ + が 3の倍数となるのは 

3, 6, 9, 12, 15, 18a b c+ + =  

 (2)[別解 1] 14点 

 

 

 

cが 2の倍数‥2点 

a b c+ + が 3 の倍

数‥2点 
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に限られる。以下, a b c+ + の値で場合分けして,  

2≦ a b+ ≦12  

に注意して, 2, 4, 6c = となる順列 ( ), ,a b c を数え上げる。 

[1] 3a b c+ + = のとき 

( ) ( ), , 1, 1, 1a b c = であるから, cは 2の倍数とならない。 

[2] 6a b c+ + = のとき 

cが 2の倍数となるのは 

2, 4a b+ =  

       , 1, 1 , 1, 3 , 2, 2a b =  

のときである。この条件で順列 ( ), ,a b c は 

2! 2 4+ = (通り) 

ある。 

[3] 9a b c+ + = のとき 

cが 2の倍数となるのは 

3, 5, 7a b+ =  

             , 1, 2 , 1, 4 , 2, 3 , 1, 6 , 2, 5 , 3, 4a b =  

のときである。この条件で順列 ( ), ,a b c は 

6 2! 12 = (通り) 

ある。 

[4] 12a b c+ + = のとき 

cが 2の倍数となるのは 

6, 8, 10a b+ =  

                 , 1,5 , 2,4 , 3,3 , 2,6 , 3,5 , 4,4 , 4,6 , 5,5a b =  

のときである。この条件で順列 ( ), ,a b c は 

5 2! 3 13 + = (通り) 

ある。 

[5] 15a b c+ + = のとき 

cが 2の倍数となるのは 

9, 11a b+ =  

       , 3, 6 , 4, 5 , 5, 6a b =  

のときである。この条件で順列 ( ), ,a b c は 

3 2! 6 = (通り) 

ある。 

 

 

 

 

3a b c+ + = のとき

0通り‥1点 

 

 

 

 

6a b c+ + = のとき

4通り‥1点 

 

 

 

9a b c+ + = のとき

12通り‥1点 

 

 

 

 

12a b c+ + = の と

き13通り‥1点 

 

 

 

 

 

 

15a b c+ + = の と

き 6通り‥1点 
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[6] 18a b c+ + = のとき 

( ) ( ), , 6, 6, 6a b c = の1通りのみ条件を満たす。 

以上, [1]~[6]より,  

( )P B =
4 12 13 6 1 36 1

216 216 6

+ + + +
= =  ・・・（答） 

である。 

18a b c+ + = の と

き1通り‥1点 

 

答‥4点 

(2)[別解 2] 

すべての目の出方は 36 216= 通りあり, これらは同様に確からしい

ため, 以下, 場合の数を考えて ( )P B を求める。条件は 

( )10
abc が 6の倍数 


( )10

abc が 2の倍数かつ 3の倍数 

 ( )0 mod 2c  かつ ( )0 mod3a b c+ +   

と言い換えられる。 

     0 1 23, 6 , 1, 4 , 2, 5R R R= = =  

と 3で割った余りで分けた集合を考える。 ( )0 mod3a b c+ +  となる

のは次のどちらかの場合である。 

[1] , ,a b cが全て同じ ( )0, 1, 2iR i = に属する。 

[2] , ,a b cがそれぞれ異なる ( )0, 1, 2iR i = に属する。 

[1]のとき 

( )0 mod 2c  となるのは, i の選び方が 3通り, ,a bがそれぞれ

2通り, cが1通りあるため, 合わせて 

23 2 12 = (通り) 

となる。 

[2]のとき 

( )0 mod 2c  となるのは, i の選び方が 3!通り, ,a bがそれぞれ

2通り, cが1通りあるため, 合わせて 

23! 2 24 = (通り) 

となる。 

以上より,  

( )P B =
12 24 36 1

216 216 6

+
= =  ・・・（答） 

である。 

 (2)[別解 2] 14点 

 

 

 

( )0 mod 2c  ‥2点 

( )0 mod3a b c+ + 

‥2点 

 

 

 

 

 

 

[1]のとき 12 通り

‥3点 

 

 

[2]のとき 24通り

‥3点 

 

 

 

 

答‥4点 

(3)  (3) 10点 
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求める条件付き確率は 

( )
( )

( )
B

P A B
P A

P B


=  

である。
( )10

abc が 6の倍数かつ a b c  が 3の倍数となる確率

( )P A B を求める。(2)の場合分け[1], [2], [3]で考えた , ,a b cの組の

うち 3の倍数を含まないものは,  

2c = のとき       , 2, 2 , 2, 5 , 5, 5a b =  

4c = のとき       , 1, 1 , 1, 4 , 4, 4a b =  

であり,  

2 2! 4 8 + = (通り) 

ある。よって,  

( ) ( ) ( )P A B P B P A B = −  =
36 8 28

216 216

−
=  

である。以上より, (2)の結果も用いて, 求める条件付き確率は 

( )
( )

( )

28

7216
36 9

216

B

P A B
P A

P B


= = =  ・・・（答） 

となる。 

 

( )
( )

( )
B

P A B
P A

P B


=  

を求める方針 

‥2点 

 

 

 

 

 

( )P A B =
28

216
 

‥4点 

 

答‥4点 

(3)[別解] ((2)[別解 2]の続き) 

求める条件付き確率は 

( )
( )

( )
B

P A B
P A

P B


=  

である。
( )10

abc が 6の倍数かつ a b c  が 3の倍数となる確率

( )P A B を求める。(2)[別解 2]の場合分け[1], [2]で考えた , ,a b cの

組のうち 3の倍数を含まないものは, 

[1]のとき 

i の選び方が 0R 以外の 2通り, ,a bがそれぞれ 2通り, cが1通

りあるため, 合わせて 

22 2 8 = (通り) 

となる。 

[2]のとき 

常に 0R から選ばれるため 0通りとなる。 

よって,  

 (3)[別解] 10点 

 

( )
( )

( )
B

P A B
P A

P B


=  

を求める方針 

‥2点 
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( ) ( ) ( )P A B P B P A B = −  =
36 8 28

216 216

−
=  

である。以上より, (2)の結果も用いて, 求める条件付き確率は 

( )P A B =
28

216
 

‥4点 

( )
( )

( )

28

7216
36 9

216

B

P A B
P A

P B


= = =  ・・・（答） 

となる。 

  

答‥4点 

 

[注] 「 :A
( )10

abc が 6の倍数」「 :B a b c  が 3の倍数」の全列挙 

塗りつぶし： A  〇： B   

  c  

  2 4 6 

  a  a  a  

  1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 

b  

1   〇   〇   〇   〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 

2   〇   〇   〇   〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 

3 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 

4   〇   〇   〇   〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 

5   〇   〇   〇   〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 

6 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 

 

  c  

  1 3 5 

  a  a  a  

  1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 

b  

1   〇   〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇   〇   〇 

2   〇   〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇   〇   〇 

3 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 

4   〇   〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇   〇   〇 

5   〇   〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇   〇   〇 

6 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 〇 
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３．（３０点） 

 

【解答・採点基準】 

(1)  (1) 6点 

題意より, OH
3

a b c+ +
= である。OH BC, OH CA⊥ ⊥ であるから,  

( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2

2 2

2 2

OH BC 0

OH CA 0

0

0

0

0

a b c c b

a b c a c

b c a c a b

a c a b b c

c a b c a b

b c a c a b

  =


 =

 + +  − =


 
+ +  − =



− + +  −  =


 
 − +  −  =


  = − + 


 
  = − + 


 

5
2,

3
b c c a  = −  =   ・・・(答) 

と求められる。 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

答‥6点 

(各 3点×2) 

 

(2) 

△ABCの各辺の長さを求めると,  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

AB 2 49

BC 2 36

CA 2 25

b a b a b a

c b c b c b

a c a c a c

= − = −  + =

= − = −  + =

= − = −  + =

 

より, AB 7, BC 6, CA 5= = = である。余弦定理より 

2 2 2 2 2 2AB BC CA 7 6 5 5
cos ABC

2 AB BC 2 7 6 7

+ − + −
 = = =

   
 

であり, 0 ABC    であるから 

2 2 6
sin ABC 1 cos ABC

7
 = −  =  

 (2) 9点 

 

 

 

 

 

△ABCの 3 つの辺

の長さを求める 

‥3点 
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となる。したがって, △ABCの面積は 

△
1

ABC AB BC sin ABC 6 6
2

=     =   ・・・(答) 

と求められる。また, △ABCの内接円の半径を rとすると 

△ ( )
1

ABC AB BC CA
2

r= + +  

が成り立つから, △ABCの内接円の半径は 

2 6 6 2 6

7 6 5 3
r


= =

+ +
  ・・・(答) 

である。 

 

△ABCの面積 

‥3点 

 

 

 

 

内接円の半径 

‥3点 

(2)[別解] 

2 2 2 2

2 2 2 2

AB 2 49

AC 2 25

b a b a b a

c a c c a a

= − = −  + =

= − = −  + =

 

より, AB 7, AC 5= = である。また,  

( ) ( )
2

AB AC

19

b a c a

b c a b a c a

 = −  −

=  −  −  +

=

 

であるから, △ABCの面積は 

△ ( )
22 21

ABC AB AC AB AC 6 6
2

= −  =  ・・・(答) 

と求められる。さらに,  

2 2 2 2

BC 2 36c b c b c b= − = −  + =  

より, BC 6= であり, △ABCの内接円の半径を rとすると 

△ ( )1
ABC AB BC CA

2
r= + +  

が成り立つから, △ABCの内接円の半径は 

2 6 6 2 6

7 6 5 3
r


= =

+ +
  ・・・(答) 

である。 

 (2)[別解] 9点 

 

 

 

 

 

△ ABCの 2つの辺

の長さと内積を求

める‥3点 

 

△ABCの面積 

‥3点 

 

 

 

 

 

 

 

 

内接円の半径 

‥3点 
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(3) 

内心は三角形の 3つの内角の二等分線の交点である。 BAC の二

等分線と辺 BCとの交点をDとすると, 角の二等分線の性質より 

BD : DC AB : CA 7 : 5= =  

であるから, 
5 5

CD BC
12 2

= = と分かる。 

 

△CADにおいて, 線分CIは ACD の二等分線であるから, 

5
AI : ID CA : CD 5 : 2 :1

2
= = = となる。したがって,  

1 2
OI OA OD

3 3

1 2 5 7
OA OB OC

3 3 12 12

= +

 
= + + 

 

 

1 5 7

3 18 18
a b c= + +   ・・・(答) 

である。ここで,  

1 1 1
HI OI OH BC

18 18 18
b c= − = − + =  

であるから, 
1 1

HI BC
18 3

= = であり, 
1 2 6

3 3
 より, 点Hは平面

ABC上で△ABCの内接円の内部にある。 

 (3) 15点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

OI‥6点 

 

 

1
HI BC

18
= ‥3点 

点Hが△ABCの内

接円の内部にある 

‥3点 

 

 

 

5

2

 

 

A

C

× × 

I

D

B

5  

E  
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HP が最小となるとき, 3点 I, H, Pがこの順に一直線上に並び, 

2 6 1
HP

3 3
= − である。 HP が最大となるとき, 3点H, I, Pがこの

順に一直線上に並び, 
2 6 1

HP
3 3

= + である。したがって, HP の

とりうる値の範囲は 

2 6 1

3

−
≦ HP ≦

2 6 1

3

+
  ・・・(答) 

である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

HP のとりうる値

の範囲‥3点 

(3)[別解] 

内心は三角形の 3つの内角の二等分線の交点である。 BAC の二

等分線と辺 BCとの交点をD , ACB の二等分線と辺ABとの交

点を Eとすると, 角の二等分線の性質より 

BD : DC AB : CA 7 : 5

AE : EB CA : BC 5 : 6

= =

= =
 

と分かる。 

 (3)[別解] 15点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B

I

1

32 6

3

H

C

A
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△ABCの内心 Iは 2つの線分AD, CE上にあるから, ,k l を実数と

して 

( )

( )

AI AD

AI AE 1 AC

5 7
AI AB AC

12 12

5
AI AB 1 AC

11

k

l l

k k

l l

 =


= + −


= +

 
 = + −


 

と表せ, ABとACは平行でないから 

25 5

312 11

7 11
1

12 18

kk l

k l l


==  

 
 = − =
  

 

と求められる。したがって,  

( ) ( )

5 7
AI AB AC

18 18

5 7
OI OA OB OA OC OA

18 18

= +

 − = − + −

 

1 5 7
OI

3 18 18
a b c = + +   ・・・(答) 

である。ここで,  

1 1 1
HI OI OH BC

18 18 18
b c= − = − + =  

であるから, 
1 1

HI BC
18 3

= = であり, 
1 2 6

3 3
 より, 点Hは平面

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

OI‥6点 

 

 

 

1
HI BC

18
= ‥3点 

点Hが△ABCの内

接円の内部にある 

‥3点 

 

 

 

 

6  5  

 5

 C

C 

C

C 

A

C

E

× × 

I

D

B

7



19 

 

 

ABC上で△ABCの内接円の内部にある。 

 

HP が最小となるとき, 3点 I, H, Pがこの順に一直線上に並び, 

2 6 1
HP

3 3
= − である。 HP が最大となるとき, 3点H, I, Pがこの

順に一直線上に並び, 
2 6 1

HP
3 3

= + である。したがって, HP の

とりうる値の範囲は 

2 6 1

3

−
≦ HP ≦

2 6 1

3

+
  ・・・(答) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

HP のとりうる値

の範囲‥3点 

である。   

 

B

I

1

32 6

3

H

C

A
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４． （３０点） 

 

【解答・採点基準】 

(1)  (1) 12点 

[1] 1n = のとき 

(左辺) ( )
1

1 1h h= + = +  

(右辺) 0=  

より, (左辺)  (右辺)が成立する。 

[2] n≧ 2のとき 

二項定理を用いて展開すると 

(左辺) = ( )
0

1 C 1
n

n k n k

n k

k

h h −

=

+ =   ・・・① 

である。このとき①の最右辺の 2k = に対応する項は 

( )2 2

2

1
C

2
n

n n
h h

−
 = = (右辺) 

であり, それ以外の項は正であるから(左辺)  (右辺)が成立す

る。 

以上[1], [2]より ( )
( ) 2

1
1

2

n n n
h h

−
+  が成立する。 

次に ( )lim 0 0n

n
n 

→
=   を示す。

1

1
y

x
=

+
とおくと xが 0x  の

範囲を動くとき, y は 0 1y  の範囲を動く。よって, 0  よ

り正の定数 hを用いて 

1

1 h
 =

+
 

と表せる。 n≧ 2のとき 

( ) ( )
( )

( ) 2

2

12
0 1

211

nn

n

n nn
n h h

n hh


− 
 =  +  

−+  
 

 ・・・② 

が成立し n→で(②の最右辺) 0→ となるから, はさみうちの原

  

 

1n = のときを正し

く示して‥1点 

 

二項定理を用いる

方針‥2点 

 

 

 

n ≧ 2 のときを正

しく示して 

‥3点 

 

 

 

 

1

1 h
 =

+
とする方

針(とり得る値の議

論はなくても可) 

‥2点 

不等式評価できて

‥2点 
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理より lim 0n

n
n

→
= が成立する。 

(証明終) 

lim 0n

n
n

→
= を示す

‥2点 

(1)[別解 1] 

（ 1n = のとき同様） 

nを 2以上の自然数とし, 実数全体を定義域とする関数 

( ) ( )
( ) 2

1
1

2

n n n
g x x x

−
= + −

 

に対して,  

0h  ならば ( ) 0g h   

となることを示す。 

( ) ( ) ( )
1

1 1
n

g x n x n n x
−

 = + − −  

( ) ( ) ( ) 2
1 1 1

n
g x n n x

−
 = − + − ( )2n  

より, 0h  ならば 

( ) ( ) ( ) 2
1 1 1

n
g h n n h

−
 = − + − ≧ 0  

となる。よって ( )g x は 0x  の範囲で xの増加に伴い減少しない

から,  

( )g h ≧ ( )0 0g n =   

となる。これより ( )g x は 0x  の範囲で xの増加に伴い増加する

から,  

( ) ( )0 1 0g h g =   

となる。したがって,  

0h  ならば ( ) 0g h   

となるから 

( )
( )

( )2
1

1 0
2

n n n
h h h

−
+    ・・・③ 

が成立する。 

次に ( )lim 0 0n

n
n 

→
=   を示す。自然対数をとると 

( )log log log

log
log

nn n n

n
n

n

 



= +

 
= + 

 

 

 (1)［別解 1］12点 

1n = のときを正し

く示して‥1点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )g x の 0x  にお

ける（広義）単調増

加性を示す‥1点 

 

( )g x の 0x  にお

ける（狭義）単調増

加性を示す‥1点 

 

 

 

 

不等式③を示す 

‥3点 
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となる。ここで, 
log log

lim lim lim
t

t

t tn te

n e t

n e e→ →→
= = と変形でき, ③にお

いて, 0, 1n t h=  = とした結果を利用して,  

2
0 0

12t t t

t t

te →
   →

−
 

より,  

log
lim 0
n

n

n→
=  

となる。また, 0 1  において log 0  であるから,  

( )lim log

lim 0

n

n

n

n

n

n





→

→

= −

 =
 

となる。 

(証明終) 

 

 

 

 

 

 

log
lim 0
n

n

n→
= を示す 

‥2点 

( )lim log n

n
n

→
= −  

を示す‥2点 

lim 0n

n
n

→
= を示す

‥2点 

(1)[別解 2]  

数学的帰納法により, 全ての自然数 nについて 

( )
( ) 2

1
1

2

n n n
h h

−
+   ・・・④ 

( )1
n

h nh+   ・・・⑤ 

が成立することを示す。 

[1] 1n = のとき 

(④, ⑤の左辺) ( )
1

1 1h h= + = +  

(④の右辺) 0=  

(⑤の右辺) h=  

より, 不等式④, ⑤が成立する。 

[2] n k= ( k は自然数)のとき 

( )1
k

h kh+   

が成立すると仮定すると 

( ) ( )1 1
k

h h kh h k h+ +  + = +  

が成立し 

( ) ( )  ( ) ( ) 

( ) 

1
1 1 1 1 1

1 1

0

k k k

k

h h h h h h

h h

+
+ − + + = + + − −

= + −



 

 (1)［別解 2］12点 

 

 

 

 

 

 

 

1n = のときを正し

く示して‥1点 
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( ) ( ) ( )
1

1 1 1
k k

h h h k h
+

 +  + +  +  

より 1n k= + で不等式⑤が成立する。また,  

( )
( ) 2

1
1

2

k k k
h h

−
+   

が成立すると仮定すると 

( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 2

1
1

2

1
1

2

k

k

k k
h kh h kh

k k
h kh h

−
+ +  +

+
 + + 

 

が成立し 

( ) ( )  ( ) ( ) 

( ) 

1 2 21 1 1 1 1

1

0

k k k

k

h h kh h h kh

h h kh

+
+ − + + = + + − −

= + −



  

( ) ( )
( )1 2 2

1
1 1

2

k k k k
h h kh h

+ +
 +  + +   

より 1n k= + で不等式④が成立する。 

以上[1], [2]より全ての自然数 nについて, 不等式④, ⑤が成立す

る。 

(以下 lim 0n

n
n

→
= の証明は本解に準ずる) 

 

 

 

⑤を示す(方法は問

わない)‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

④を数学的帰納法

で示す‥3点 

 

 

（以下‥6点） 

(2) 

以下, n≧ 2のときを考える。 

( )

( )

1

1 1

1

1
1

1

1

1 cos cos

cos

n

n k k

k

n
k

k

n
k

k

a a a a

k

k

 



−

+

=

−
+

=

=

= − +

= + +

=







  

と変形できる。 

( )

2 3

2 3 1

cos 2cos 3cos cos

cos cos 2cos 1 cos cos

n

n

n n

n

a n

a n n

   

    +

= + + + +

= + + + − +
  

より辺々を引いて 

( )

( )

1

1

1

1

1 cos cos cos

1
cos cos 1 cos 0

1 cos

n
k n

n

k

n
k n

n

k

a n

a n

  

  


+

=

+

=

− = −

 
 = − −  

−  




  

 (2) 10点 

1

cos
n

k

n

k

a k 
=

= と

書き換えて‥2点 

 

 

 

 

 

 

na を極限が示せる

形まで処理できて

(採点基準下部の注

参照)‥2点 
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を得る。ここで 0
2


  より 0 cos 1  であるから無限等比級数

の公式と(1)の結果を用いて 

( )

1

1 1

cos
lim cos

1 cos

lim cos lim 1 cos 0
1

n
k

n
k

n n

n n

n
n n

n






 

→
=

+ +

→ →

=
−

= + =
+


  

となるから,  

( )
2

cos
lim

1 cos
n

n
a



→
=

−
 ・・・(答) 

となる。 

 

(1)の結果の利用

((1)で示せていな

くても可)‥2点 

 

 

答‥4点 

(3) 

(2)で得られた極限値を用いて 

( )
( )

2

2

2

2

4

cos

1 cos

cos

2sin
2

2
2 cos

sin
2

m
m

m

m

m

f
 

 


 








−

=
−

=
 
 
 

 
 
 

=

 

 となる。 4 4 0m m  −  のとき 

( )

4

2

40 0

12lim lim 2 cos

sin
2 2

m m

m
f

 



  
 

−

−→+ →+

 
 

= =  
        

 

となり発散する。 4m = のとき 

( )

4

0 0

2lim lim 4 cos 4

sin
2

mf
 



  
→+ →+

 
 

= = 
  
 

 

 (3) 8点 

 

 

 

 

 

0

0
の不定形の解消

(採点基準下部の注

参照)‥2点 

 

4m  で発散する

ことに言及‥2点 

 

4m = で収束する

ことに言及‥2点 

 

となるため, 求めるmの最小値は 4で, このとき求める極限は 4

に収束する。 ・・・(答) 

 極限値が 4‥2点 

 

(2)[注] 
1

n
k

k

k
=

 の計算方法について 
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解答では一般項が(等差数列の一般項)×(等比数列の一般項)で表される数列の部分和は, 公

比を乗じて差をとるという等比数列の部分和と同様のプロセスで求める定石を利用してい

るが, 以下のような解き方もある。 

[1] 等比級数を微分する 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) 

1 1

1

1

2

1

2

1

1 1 1

1

1 1
1

n n
k k

k k

n

n n

n n

d
k

d

d

d

n

n n

  


 


 

   





 



= =

+

+

+

 
=  

 

 −
=  

− 

+ − − − −
=

−

= − + +
−

 

 

[2] 和のとり方を変える 

( )

( )
( ) 

2 3

1

2 3

2 3

3

1

1

1

1

1

1
1

1

2

2 3

1

1

1

1

1 1

1 1
1

n
k n

k

n

n

n

n

n n
j

k j k

k n k
n

k

k nn

k

n
n

n n

k n

a

a

n

n n

    

   

  

 













 


 


 



=

= =

− +

=

+

=

+
+

+

= + + + +

= + + + +

+ + + +

+ + +

+

=

−
=

−

−
=

−

 −
= − 

− − 

= − + +
−









 

 

(3)[注] 不定形の解消方法について 

解答では半角公式を用いているが 
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( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

2

2

2 2

2

2
2

2

4

cos

1 cos

cos 1 cos

1 cos 1 cos

cos 1 cos

1 cos

cos 1 cos
sin

m
m

m

m

m

f
 

 


  

 

  




 



=
−

+
=

− +

+
=

−

= +

 

としてもよい。 
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５． （３０点） 

 

【解答・採点基準】 

(1)  (1) 4点 

( ) ( )2 , 2x t y t− − をそれぞれ計算すると,  

( )

( )

2

2

2

1
2 4 2 1 1

2

1
4 1 1

2

1
4 1 1

2

x t t

t

t

x t

 
− = − − − − + 

 

 
= − − + − + 

 

 
= − − − + 

 

=

 

( )
( ) ( )

( )

2

2

2 1
2

2 2 2 3

1

2 3

t
y t

t t

t

t t

y t

− −
− =

− − − −

− +
=

− −

= −

 

となるから, ( ) ( ) ( ) ( )2 , 2x t x t y t y t− = − = − が成り立つ。 

(証明終) 

  

 

 

 

 

( ) ( )2x t x t− = を示

す‥2点 

 

 

( ) ( )2y t y t− = − を

示す‥2点 

(2) 

(1)より, C の1≦ t ≦ 2の部分は 0≦ t ≦1の部分と x軸に関して

対称であるから, 0≦ t ≦1の部分について調べればよい。0≦ t ≦

1のとき, 1t − ≦ 0であるから,  

( )
2

2

2

1
4 1 1

2

1
4 1

2

4 4

x t t

t

t t

 
= − − − + 

 

 
= − − + + 

 

= − +

 

である。 ( ) ( ),x t y t をそれぞれ t で微分すると,  

 (2) 12点 

 

対称性の利用 

‥2点 

(利用しない場合は

増減表で得点調整) 
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( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( )

( )

2

2
2

2

2
2

2

2
2

8 4

2 3 1 2 2

2 3

2 5

2 3

1 4

2 3

dx t
t

dt

t t t tdy t

dt t t

t t

t t

t

t t

= − +

− − − − −
=

− −

− + −
=

− −

− − −
=

− −

 

となる。 0≦ t ≦1かつ
( )

0
dx t

dt
= を満たす t は 

8 4 0

1

2

t

t

− + =

 =
 

であり, また, 
( )

0
dy t

dt
 である。したがって, 0≦ t ≦1の範囲で, 

( ) ( )( ),x t y t は t の値の変化に対して以下のように変化する。 

 

t  0   
1

2
  1  

( )dx t

dt
  +  0  −

  

( )dy t

dt
  −

 

−
 

−
  

( ) ( )( ),x t y t  
1

0,
3

 
 
 

  
2

1,
15

 
 
 

  ( )0, 0  

 

以上より, 1≦ t ≦ 2の部分も合わせてC の概形は以下のように

なる。 

,
dx dy

dt dt
を求める

(正しい計算結果に

加点）‥4点 

(各 2点×2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

増減表‥3点 

(対称性を利用して

いない場合は 5点) 
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x

y

O

 

(答) 上図 

概形の図示‥3点 

( tの値を図中に記

入していなくても

減点しない) 

(3) 

C は x軸に関して対称であるから, C と y 軸によって囲まれる図

形のうち y ≧ 0の部分の面積を求めて 2倍すればよい。C の 0≦ t

≦
1

2
の部分を ( )1y y x= , 

1

2
≦ t ≦1の部分を ( )2y y x= と表すとす

ると, y ≧ 0の部分の面積は 

( ) ( )
1 1

1 2
0 02

S
y x dx y x dx= −   ・・・① 

と表せる。ここで①の各項の定積分の積分範囲は以下のように t

と対応する。 

 

x  0  →  1  

第1項の定積分の t  0  →  
1

2
 

第 2項の定積分の t  1  →  
1

2
 

 

したがって, ①は 

 (3) 14点 

 

 

 

 

 

面積の立式‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

1

3

1

3
−

2

15

2

15
−

0t =

2t =

1

2
t =

3

2
t =

1t =
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( ) ( )

( )
( )

( )

( )( )

1 1

2 2
1 2

0 1

1

0

1

20

1

20

1

20

2

1
8 4

2 3

1 2 1
4

2 3

7
4 2

2 3

S dx dx
y x dt y x dt

dt dt

dx t
y t dt

dt

t
t dt

t t

t t
dt

t t

t
dt

t t

= −

=

−
=  − +

− −

− −
= −

− −

+ 
= − + 

− − 

 









 

となる。ここで, ( )( )2 2 3 1 3t t t t− − = + − より, ある実数 ,A Bを用

いて 

2

7

1 32 3

t A B

t tt t

+
= +

+ −− −
 ・・・② 

と表すことを考える。②の右辺を変形すると 

( ) ( )

( )( )

( )

( )( )

3 1

1 3 1 3

3

1 3

A t B tA B

t t t t

A B t A B

t t

− + +
+ =

+ − + −

+ − +
=

+ −

 

となるから, ②が成り立つとき,  

1

3 7

3 5
,

2 2

A B

A B

A B

+ =

− + =

 = − =

 

である。したがって, y ≧ 0の部分の面積は 

1

0

1

0

3 1 5 1
4 2

2 2 1 2 3

3 5
4 2 log 1 log 3

2 2

3 5 5
4 2 log 2 log 2 log3

2 2 2

8 4log 2 10log3

S
dt

t t

t t t

 
= − −  +  

+ − 

 
= − − + + − 

 

  
= − − + −  

  

= − − +



 

と求められ, 求める面積 S は 

16 8log 2 20log3S = − − +  ・・・(答) 

である。 

置換積分(左式 1行

目)‥2点 

 

 

 

 

 

左式 5行目‥2点 

 

部分分数分解をす

る方針‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

,A Bを求める 

‥2点(完答) 

 

 

 

原始関数を求める 

‥2点 

 

 

 

答‥2点 

(3)[別解 1]  (3)[別解 1] 14点 
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(
1

20

7
4 2

2 2 3

S t
dt

t t

+ 
= − + 

− − 
 と変形するところまで本解と同じ) 

ここで, ( )
22 2 3 1 4t t t− − = − − より, 1 2sint − = と置換すると, 

2cos
dt

d



= が成り立ち, 積分範囲は以下のように対応する。 

 

t  0  →  1  

  
6


−  →  0  

 

よって,  

( )( )

1

20

0

2

6

0

2

6

0

6

6
20

6
20

0

7

2 3

2sin 8

4sin 4

2sin 8
2cos

4cos

sin 4

cos

sin 4cos

cos cos

sin 4cos

cos 1 sin

sin 4cos

cos 1 sin 1 sin

t
dt

t t

dt
d

d

d

d

d

d

d



















 








 


 

 


 

 


  

−

−

−

−

−

−

+

− −

+
= 

−

+
= − 

+
= −

 
= + 

 

 
= + 

− 

  
= + 

− +  













( ) ( ) ( )

6

6

0

6

0

6

0

6

0

sin 2cos 2cos

cos 1 sin 1 sin

cos 2 1 sin 2 1 sin

cos 1 sin 1 sin

log cos 2log 1 sin 2log 1 sin

1 sin
log cos 2log

1 sin

3 1
log 2log

2 3

log 2

d

d









  


  

  


  

  






−

−

−

−

 
= + + 

− + 

   − − + 
= − + 

− +  

= − − − + +  

 + 
= − + 

− 

= − +

=







5
log 3

2
−

 

と計算でき, 求める面積 S は 

(左式までの変形)

‥6 点(本解の採点

基準に準じる) 

1 2sint − = と置換

する方針‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

原始関数を求める 

‥4点 
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1

0

5
4 2 4 log 2 log3

2 2

8 4log 2 10log3

S
t

 
= − − − 

 

= − − +

 

20log3 8log 2 16S = − −  ・・・(答) 

である。 

 

 

 

答‥2点 

(3)[別解 2] 

C は x軸に関して対称であるから, C と y 軸によって囲まれる図

形のうち y ≧ 0の部分の面積を求めて 2倍すればよい。 y ≧ 0の

部分の面積は 

( )
1

3

02

S
x t dy=   ・・・(※) 

と表せる。(※)の定積分の積分範囲は以下のように t と対応する。 

 

y  0  →  
1

3
 

t  1  →  0  

 

したがって, (※)は 

( )
( )0

12

dy tS
x t dt

dt
=   

となる。ここで, ( )y t は 

( )
( )( )

1 1 1 1

1 3 2 1 3

t
y t

t t t t

−  
= = + 

+ − + − 
 

と変形できるから,  

( )

( ) ( )
2 2

1 1 1

2 1 3

dy t

dt t t

  
= − − 

+ −  

 

である。よって, 求める面積 S は 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

0

1

0
2

2 21

2 2
0

2 21

2

1 1 1
4 4

2 1 3

2
1 3

dy tS
x t dt

dt

t t dt
t t

t t t t
dt

t t

=

  
= − +  − − 

+ −  

 − − 
= + 

+ −  







 

 (3)[別解 2] 14点 

 

 

 

面積の立式‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

置換積分(左式) 

‥2点 

 

 

( )y t を部分分数分

解して微分する 

‥2点 

 

 

 

 

 

 

左式 3行目‥2点 
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( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2
0

2 21

0

2 21

0

1

1 3 1 2 3 5 3 6
2

1 3

3 2 5 6
2 2

1 31 3

2 6
2 2 3log 1 5log 3

1 3

2 5log3 2 4 2log 2

10log3 4log 2 8

t t t t
dt

t t

dt
t tt t

t t t
t t

 + − + + − + − + 
= + 

+ −  

  
= − + + + 

+ −+ −  

 
= − + − + − − + − 

=  − +

= − −





 

20log3 8log 2 16S = − −  ・・・(答) 

となる。 

被積分関数を部分

分数分解する 

‥2点 

 

原始関数を求める 

‥2点 

 

答‥2点 

 

(3)[別解 3] 

( ( )
( )0

12

dy tS
x t dt

dt
=  を導くところまで別解 2 と同じ) 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

0

1

2
0

2

21 2

4 3 2
0

4 3 21

3 2
0

2 21

2

2 5
4 4

2 3

3 7 5
4

4 2 12 9

9 17 9
4 1

1 3

dy tS
x t dt

dt

t t
t t dt

t t

t t t t
dt

t t t t

t t t
dt

t t

=

− + −
= − +

− −

− + −
=

− − + +

 + − − 
= + 

+ −  









 

となる。ここで, ある実数 , , ,p q r sを用いて 

( ) ( ) ( ) ( )

3 2

2 2 2 2

9 17 9

1 31 3 1 3

t t t p q r s

t tt t t t

+ − −
= + + +

+ −+ − + −
 

と表すことを考える。このとき,  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 2

2 2 2 2

3 2

9 17 9

1 3 3 1 3 1

5

t t t

p t t q t r t t s t

p r t p q r s t

+ − −

= + − + − + + − + +

= + + − + − +

 

( ) ( )3 6 5 2 9 9 3p q r s t p q r s+ − − + + + − +  

が成り立ち,  

( )

1

5 9

3 6 5 2 17

9 9 3 9

3 5
, , , , 1, , 3

2 2

p r

p q r s

p q r s

p q r s

p q r s

+ =

− + − + =


− − + = −
 + − + = −

 
 = − 

 

 

 (3)[別解 3] 14点 

(左式を導くところ

まで)‥4点(別解 2

の採点基準に準じ

る) 

 

 

 

左式 4行目‥2点 

 

部分分数分解する

方針‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

, , ,p q r s を求める

‥2点(完答) 
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である。したがって, 求める面積 S は 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

2 21

0

1

3 1 5 3
4 1

2 2 1 2 31 3

3 1 5 3
4 log 1 log 3

2 1 2 3

5
4 log3 4 2 log 2

2

10log3 4log 2 8

S
dt

t tt t

t t t
t t

  
= − + + + 

+ −+ −  

 
= − + − + − − + − 

=  − +

= − −



 

20log3 8log 2 16S = − −  ・・・(答) 

となる。 

 

 

 

原始関数を求める 

‥2点 

 

 

答‥2点 

(3)[別解 4] 

( ( )
( )0

12

dy tS
x t dt

dt
=  を導くところまで別解 2 と同じ) 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

0

1

2
0

2

21 2

4 3 2
0

21 2

2
0

2 21 2

0

2 21 2

2 21 2

2

2 5
4 4

2 3

3 7 5
4

2 3

8 8 24
4

2 3 2 3

11 8 24
4 1

2 3 2 3

1 8 8
4 1

2 3 2 3

dy tS
x t dt

dt

t t
t t dt

t t

t t t t
dt

t t

t t t
dt

t t t t

t t
dt

t t t t

t t
dt

t t t t

=

− + −
= − +

− −

− + −
=

− −

 
− + + 

= + 
− − − −  

 
+ + 

= + + 
− − − −  

 
− − 

= + + 
− − − −  











0



 

( )

0 0

2 21 1 2

12 32
4 4

2 3 2 3
dt dt

t t t t
+ +

− − − −
   

( )

0

2 21 2

1 8 8
4 1

2 3 2 3

t t
dt

t t t t

 
− − 

= + + 
− − − −  

  

( )

0 0

2 21 1 2

12 32
4 4

2 3 2 3
dt dt

t t t t
+ +

− − − −
   

となる。第1項の定積分は 

 (3)[別解 4] 14点 

(左式を導くところ

まで)‥4点(別解 2

の採点基準に準じ

る) 

 

 

 

 

 

 

 

 

左式 6行目‥2点 
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( )

( ) ( )

( )

0

2 21 2

2 2
0

2 21 2

0

2

2

1

1 8 8
4 1

2 3 2 3

2 3 4 2 31
4 1

2 2 3 2 3

1 4
4 log 2 3

2 2 3

1 4 1
4 log3 2 log 4

2 3 2

8
2log3 4log 2

3

t t
dt

t t t t

t t t t
dt

t t t t

t t t
t t

 
− − 

+ + 
− − − −  

  
− − − − 

= +  + 
− − − − 

 

 
= + − − − − − 

    
= + − +    

    

= − −





 

と求められる。第 2項と第 3項の定積分について, 

( )
22 2 3 1 4t t t− − = − − より, 1 2sint − = と置換すると, 

2cos
dt

d



= が成り立ち, 積分範囲は以下のように対応する。 

t  1  →  0  

  0  →  
6


−  

よって, 定積分
0

21

1

2 3
dt

t t− − は 

( )

( )( )

( ) ( )

0
6

2 21 0

6
20

6

0

6
20

6

0

6

0

1 1

2 3 1 4

1
2cos

4sin 4

1

2cos

1 cos

2 cos

1 cos

2 1 sin 1 sin

1 1 cos cos

2 2 1 sin 1 sin

1 sin 1 sin1

4 1 sin 1 sin

dt
dt d

dt t t

d

d

d

d

d

d
















 













 

 


 

 

 

−

−

−

−

−

−

= 
− − − −

= 
−

= −

= −

= −
+ −

 
= − + 

+ − 

  + − 
= − − 

+ −  

 











6

0




−



 

 

 

 

 

 

 

 

第 1項の定積分 

‥2点 
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6

0

1 1 sin
log

4 1 sin

1
log 3

4







−

 + 
= −  

− 

=

 

と求められる。また, 定積分
( )

0

21 2

1

2 3
dt

t t− −
 は 

( ) ( ) 

 

( )

( )

0
6

2 21 02 2

6
20 2

6
30

6
20

6

0

6
6

0
0

6
30

1 1

2 3 1 4

1
2cos

4sin 4

1

8cos

1 1 1

8 cos cos

1 1
tan

8 cos

1 tan 1 1
tan

8 cos 8 cos

sin cos1 1

12 8 cos

1

12

dt
dt d

dt t t

d

d

d

d

d

d



















 






 

 



 

 

 




−

−

−

−

−

−
−

−

= 
− − − −

= 
−

=

= 

= 

   
= −   

   


= − − −

= − −

 













( )

6
20

6
6

2 20
0

6

0

1 1
sin

8 2cos

sin1 1 sin 1

12 8 82cos 2cos

1 1 1 1

12 24 8 2cos

1 1
log3

24 32

d

d

d








 





 




−

−
−

−

 
 
 


 

= − − + 
 

= − + +

= − −






 

と求められる。なお, 6

0

1 1
log3

2cos 4
d






−

= − を求めるにあたって

は第 2項の定積分の計算結果を利用した。したがって, 求める面

積 S は 

8 1 1 1
2log3 4log 2 48 log3 128 log3

2 3 4 24 32

10log3 4log 2 8

S  
= − − +  + − − 

 

= − −

 

20log3 8log 2 16S = − −  ・・・(答) 

 

 

第 2項の定積分 

‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 3項の定積分 

‥2点 

 

 

 

 

 

 

 

答‥2点 

である。   
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(2)[注] 

対称性を利用しない場合, C の1≦ t ≦ 2の部分について,  

( )
2

2

1
4 1 1

2

4 12 8

x t t

t t

 
= − − − + 

 

= − + −

 

( )
8 12

dx t
t

dt
= − +  

であり, 増減表は以下のようになる。 

 

t  1   
3

2
  2  

( )dx t

dt
  +  0  −

  

( )dy t

dt
  −

 

−
 

−
  

( ) ( )( ),x t y t  ( )0, 0   
2

1,
15

 
− 

 
  

1
0,

3

 
− 

 
 

 

 

 


